Wettbewerb Euler im Tram, Aufgabe 3

9. Juli 2007

1 Problemstellung

Eine Schnur, welche satt um den Aquator einer Kugel von der Grosse der Erde gespannt ist, wird um
1 cm verldngert und an einer Stelle gehoben und dadurch wieder straff gespannt. Wie gross ist die
entstehende Liicke und kann eine Maus darunter durchschliipfen?

2 Antwort

Die entstehende Liicke misst 5.636 Meter und es reicht spielend fiir die Maus.

3 Eine einfache Uberlegung zum Anfang

Wie kann es sein, dass eine so kleine Verldngerung der Schnur zu einer geniigend grossen Liicke
fiihrt? Viele Leser haben erst vermutet, dass der Platz fiir die Maus nicht reicht und trotzdem konnte
sich mancher und manche mit mathematischen Betrachtungen oder Experimenten vom Gegenteil
iiberzeugen. Um dem Phinomen auf die Spur zu kommen ist folgende Uberlegung hilfreich: Nehmen
wir mal an, dass sich die Schnur straff gespannt auf einer Linge von x cm {iber den Boden erhebt. Ist
x nicht allzu gross so liasst sich die Erdkriimmung sicher vernachlissigen und die Schnur bildet iiber
einer (geraden) Strecke von Linge x ein gleichschenkliges Dreieck, wobei beide Schenkel Lénge %
haben, denn der hinzugefiigte Zentimeter Schnur verteilt sich zu gleichen Teilen auf beide Seiten, siehe

Skizze. Die Hohe iiber dem Boden, die wir im folgenden mit i bezeichnen, lédsst sich nun sehr einfach

(x+1)/2
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mit dem Satz von Pythagoras bestimmen, der besagt: Im rechtwinkligen Dreieck gilt a? + b? = 2,

wobei a und b die Léngen der Katheten und c¢ die Linge der Hypotenuse, also der grossten Seite
bezeichnet. Aufgelost auf eine Kathete ergibt das a = v/¢2 — b%2. Angewendet auf das rechtwinklige

Dreieck mit Katheten i und 5 und Hypotenuse “”TH resultiert also
T+ 1\2 z\2 1
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was keineswegs konstant in x ist, sondern mit der Wurzel von = wichst! Erhebt sich die Schnur
also auf einer Strecke von nur einem Meter iiber den Boden (z = 100 in Zentimetern), so resultiert
daraus schon eine Liicke von h = %\/ﬁ, was gut 7 cm sind. Da mag die Maus schon locker durch,
sogar mit einem schonen Stiick Kése auf dem Buckel! Sie konnen dies experimentell nachpriifen, was
einige einfallsreiche Loser in der Tat gemacht haben: Man nehme zwei Schniire, eine davon von einem



Meter Lange, die andere einen Zentimeter linger, befestige die kiirzere Schnur satt anliegend auf dem
Kiichentisch und die Enden der ldngeren Schnur befestige man an den gleichen Stellen wie diejenigen
der kiirzeren Schnur. Dann hebe man die lingere Schnur in der Mitte an und messe die entstehende
Liicke. Wenn Sie ca. 7 cm erhalten, dann haben sie die obige Rechnung experimentell verifiziert. Haben
Sie ein solches Experiment schon vor Einsendeschluss gemacht, so verdienen Sie vielleicht noch keinen
Biichergutschein, aber sicher ein grosses Kompliment! In der Mathematik ist es hadufig niitzlich etwas
zu basteln um eine gute Vorstellung der Dinge zu erhalten, das wusste schon Euler zu beriicksichtigen.
Ubrigens werden wir spiter sehen, dass sich die Schnur in Tat und Wahrheit auf einer Liinge von ca.
17 km erhebt. Mit dieser Lénge ist es schwieriger Experimente zu machen, aber die Formel liefert
dann immer noch eine Antwort: h = %\/ 2-1.7-106 4+ 1, was etwa 9.2 Metern entspricht. Da die
Erdkriimmung, die bei dieser Distanz schon eine nicht zu vernachlédssigende Rolle spielt, etwas davon
wegnimmt, erhdlt man natiirlich ein bisschen weniger, womit die Lésung von 5.636 Metern nun also
durchaus plausibel erscheint.

Nun gehen wir aber einen Schritt weiter und versuchen die genaue Grosse der Liicke mit mathe-
matischer Prézision zu ermitteln.

4 LoOsungsweg

Es bezeichne U = 4-10° den Umfang des Aqua-
tors (in Zentimetern), r = % den Kugelradius.
Auf der Skizze rechts ist die Aquatorebene dar-
gestellt, in rot die verldngerte Schnur von Lénge
L = U + 1, die nach oben straff gezogen ist. Es
sei o der Winkel zwischen der Stelle wo die Hohe
gemessen wird (oben) und einer der beiden Stel-
len wo die Schnur sich von der Kugel 16st und
es sei a die Distanz zwischen diesen beiden Stel-
len. Die Schnur besteht aus einem Kreisanteil
von Linge U — 2ra = 2(m — a)r und den beiden
geraden Streckenteilen von Lénge a.

Es gilt somit:
L=2(r—a)r+2a=U+1=2mr+1,

oder vereinfacht

1
—ar = -. 1
a—ar=g (1)
Da a und r die Liangen der Katheten in einem rechtwinkligen Dreieck mit a gegeniiberliegendem
Winkel a sind, gilt zudem tana = ¢, also liefert uns Gleichung (1) die Beziehung
1 T
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Um den Winkel a zu erhalten ist nun Gleichung 2 zu 16sen. Dafiir gibt es keine einfache Formel, jedoch
konnen wir es mit einer einfachen Nédherung ziemlich genau oder mit einem numerischen Verfahren
sogar beliebig genau l6sen. Begniigen wir uns vorerst mit der einfachen N#éherung: Dazu verwenden
wir die Taylorreihe von tana = a4+ %a?’ + %045 + ..., wobei wir die Terme hoherer als dritter Ordnung
vernachléssigen (wir erwarten einen kleinen Winkel «, darum ist die Ndherung ziemlich gut). So
erhalten wir die Gleichung .
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also

o = y
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d.h. 0.00133067 Radian. Die Linge der von der Kugel losgeldsten Schnur ist somit 2-ar+1 = % +1,
was einer Léange von 16.94 Kilometern entspricht, wie oben behauptet wurde. Uns interessiert jedoch
eigentlich die Grosse der Liicke, unter der die Maus durchkriechen soll. Dazu schauen wir uns nochmals
das rechtwinklige Dreieck an. Der Cosinus von « ergibt sich durch das Verhéltnis von Ankathete zu

Hypotenuse, also
r

r+h
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ergibt. Mit U = 4 - 10° und o = 0.00133067 erhalten wir eine Liicke von h = 563.6 cm, wie oben
behauptet. Dies reicht nun definitiv fiir die Maus, auch wenn sie, wie einer unserer Loser so schon
geschrieben hat, auf dem Riicken eines Elefanten reitet.

cosa = ,

was auf h aufgelost

5 Numerische Methoden

Um Skepsis bei der Verwendung der N#herung fiir den Tangens von « entgegenzutreten, sei hier
Gleichung 2 nun auch mit einem numerischen Verfahren mit beliebiger Prézision gelost. Wir verwenden
dazu das Tangentenverfahren von Newton und Raphson, das wohl Euler auch bekannt gewesen sein
diirfte. Es ist dies ein Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen einer Funktion, in unserem Fall

gegeben durch
fla) =tana —a — .
U

Zur Anwendung des Verfahrens wahlt man einen Startwert aq als erste Schiatzung und konstruiert
dazu schrittweise (genauere) Approximationen durch die Vorschrift
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Wir nehmen mal an, noch keine genaue Vorstellung vom Ergebnis zu haben und wéhlen als Startwert
ag = 0.1. Dann ergeben sich der Reihe nach die ungefdhren Werte 0.1, 0.044, 0.030, 0.020, 0.013,
0.0088, 0.0058, 0.0039, 0.0027, 0.0019, 0.00148, 0.00134, 0.00133, 0.0013307, 0.00133067, 0.001330671.
Man beobachtet, dass die Folge der Werte einem Grenzwert zustreben, welcher auf mindestens 8 Stellen

nach dem Komma mit dem obigen Niherungswert iibereinstimmt. Man koénnte den Abbrechfehler
explizit abschétzen. Der interessierte Leser findet die Formel dazu in géngigen Formelsammlungen.

i1 = Qg fir:=0,1,...

Ubrigens fithrt auch das einfachere Iterationsverfahren
aiv1 = g(ay), i=0,1,...

angewendet auf die Funktion

g(a) = arctan (a + %)

auf eine gute Approximation fiir . Es ist einfach zu zeigen, dass dieses Verfahren in unserer Situation
(bei Startwert ag > 0) ebenfalls dem gleichen Grenzwert zustrebt. Der Nachteil ist bloss, dass dieses
Verfahren hier extrem langsam konvergiert, so dass man einige Tausend Iterationsschritte machen
miisste um die gleiche Genauigkeit zu erhalten, wie sie das Newton-Raphson Verfahren in einem
Dutzend Schritten lieferte.



